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16. Neka je f cijela funkcija koja zadovoljava uslov | f(z)| < e*, gdje je
x = Re z. Dokazati da postoji konstanta ¢ € C, |¢| < 1, takva da je

f(z) = ce?.

17. Neka je f cijela funkcija. Dokazati sljedeca tvrdjenja:

(a) Akoje f(z+2m) = f(2)i f(z+2mi) = f(2) zasvako z € C.
tada je f konstanta.

(b) Akoje |f(z)] > M zasvako z € C, tada je f konstanta.
(c) Ako je ef ograni¢ena funkcija, tada je f konstanta.

(d) Ako je Re f ograniena funkcija, tada je f konstanta.
(e) Ako f(z) — oo kada |z| — oo, tada je f(z) = 0.

S Laurentov red. Izolovani singulariteti

U prethodnom paragrafu dokazali smo da se svaka funkcija koja je anal-
iticka u krugu moZe predstaviti stepenim redom, i obrnuto, da je funkcija
koja je predstavljena stepenim redom analiti¢ka u krugu konvergencije tog
reda. Za formulu kojom se uspostavlja jednakost analiticke funkcije i nekog
stepenog reda govorili da je Taylorova formula. Laurentova formula je
uopstenje Taylorove formule; ona se odnosi na funkcije analiticke u kruZznom
prstenu, a ¢lanovi odgovarujuceg reda su funkcije oblika a(z — zp)™, pri
¢emu stepeni n mogu biti proizvoljni cijeli brojevi.

Teorema 5.1 (Laurentova teorema). Ako je funkcija f : K — C analiticka
uprstenu K = {z € C :r < |z — z0| < R} # 0, onda je

o0

f(Z) = Z Cn(z - Z())n? z € Ka

n=-—oo
gdje je
1 f(n)
ehn=— [ —————dn,n=0,£1,+£2, ...,
" 2772[,(77—20)"“ !

pri Cemu je y kruznica |n — zo| = p,v < p < R.
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Dokaz. Neka je z € K fiksirana tacka iz prstena K i r1 i R; pozitivni
brojevi, takvi da je r < r1 < |z — 29| < R1 < R. Na osnovu Cauchyeve
integralne formule slijedi da je tada

K

Slika 3.4: Laurentova teorema i Cetiri kruga

f(2) = fi(2) — fa(2),

gdje je
! WU 1 fop 1
fl(z):2‘/ | )dnzz'/ W dn
T In—zol=Fu 11~ 2 T Jpyzglmry 1 — 20 1 — 22
1 / 1 f 1
fa(z) = 2/ (n) dn = e (n) ——dy
T Sin=zol=r1 11— % T Jlp—zol=r1 # — 201 — z—2zo

Ako je |n — zo| = Ry, tada je <1, paje

1 s Z—z k
B — 20
=== ()

n—z0

z—20
n—2z

n—%20
Z2—20

1 (="
1_TIZOZZ<Z_ZO) :

Z—20 k=0

Sli¢no, ako je |n — zo| = r1, slijedi da je = % < 1, paje
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Na osnovu Weierstrassovog kriterijuma o ravnomjernoj konvergenciji
slijedi da u oba slucaja prethodni geometrijski redovi konvergiraju ravnom-
jerno po 7, pa se mogu integraliti ¢lan po ¢lan. Integraljenjem dobijamo

1 f(n 1
fl(z) - / ( ) zZ—20 dn
270 Jip—zgj=Ry M — 201 — =20

n—=20
1 / HORS (z—zo)k > K
=5 dn=> ck(z—20)"
27TZ ‘U—ZO‘ZR1 [77 — 20 ;) n—=zo ;)
gdje je
1 f(n)
Ck = - ————dn,k=0,1,....
270 Jjy—zol=ry (N — zp)kt+1
Takodje je
1 f(n) 1
o=t | 1,
21 J-zolm 7~ 201 — 122
1 s —2\"
:./ f(n) Z(U Zo> dn
2710 Jy—zol=r, | Z — %0 o \F 20
0o 1 l k=—0o0
Yu(25) = X et
gdje je
1
bl:i‘ f(n)(n_z())ldnal:oalw“?
211 |77—ZO|:7“1
1 f(n)
=b_ = — ———dn,k=0,1,....
o e 2mi |n—z0|=r1 (77_ ZU)k+1 G o

Na kraju, primijetimo da u formulama za koeficijente cy, prema Cauchyevoj
formuli za viSestruko povezane oblasti, integraciju po kruznicama |n—zo| =
r11|n— 20| = R1 moZzemo zamijeniti integracijom po proizvoljnoj kruznici
v ={n:|n— 20| = p}, gdje je r < p < R (i ¢ak po proizvoljnoj konturi
koja obuhvata kruznicu |n — zp| = 7 i leZi unutar kruznice |n — zp| = R).
Odavde slijedi tvrdjenje teoreme.
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Red

[e.e]

Z en(z—20)", 2z € K,

n=-—00
gdje je
_ 1 f(n)
2w ) (g — )t

naziva se Laurentovim redom funkcije f. Takodje se govori da je formulom

dn,n=0,+1,42, ...

iz tvrdjenja teoreme dato razlaganje funkcije f u Laurentov red. Pri tome se
zared )7 cn(2—20)" kaze da je pravilni dio a zared S en(z—20)"
da je glavni dio Laurentovog reda y > ¢n(z — 20)™.

U sljedecoj teoremi dokazuje se jedinstvenost razlaganja analiticke funkcije
u Laurentov reda

Teorema 5.2. Ako je funkcija f : K — C analiticka u prstenu K = {z €
C :r < |z — 20| < R}, onda se ona u Laurentov red razlaZe na jedinstven
nacin.

Dokaz. Neka je

oo o0

f(z) = Z cn(z —20)" = Z an(z —20)",z € K.

n=—o0 n=—o0
MnoZeéi gornju jednakost sa (z — z) ™"~ ! i integrale¢i duZ kruZnice |z —
20| = p, 7 < p < R, dobijamo da je a,, = ¢,, za svaki cijeli broj n. O

Primjer 5.3. Razviéemo funkciju
1
R
(koja je analiti¢ka na skupu C\ {0, 1}) u Laurentov red po stepenima (z —1)
na dva razli¢ita nacina, odnosno u dva razli¢ita prstena. U prstenu {z : 0 <
|z — 1] < 1} vazi
1 1 1 1
Cz(1-2)2 (z-12 14+ (2—1)

LS
= D"z —-1)"
(2_1)271:0
“+o0o

=) (-D"z-1"0<|z—-1| <L

n=—2
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S druge strane, u oblasti {z : |z — 1| > 1}, Laurentov razvoj funkcije f ima
oblik

&) =T
1 1
(z—1)3 . 1—|—Zi1

1 =

BCESIE Z(—l)"(z -7
n=0
-3

= > )" E-D) -1 > 1

Napomenimo da ¢injenica da postoje razli€iti razvoji funkcije f u Laurentv
red po stepenima z — 1 ne protivrjeci teoremi o jedinstvenosti Laurentovog
reda, jer se tada (i u ovom primjeru) radi o razvojima u razli¢itim oblastima.

Naravno, funkciju moZemo razviti i u prstenu {z : 0 < |z| < 1} po
stepenima z. Naime, tada je

f(z) = 1(1_12)2 = %Z(n—i— 1)2" = Z (n+2)2",0< 2| < 1.
n=0 n=—1

Primjer 5.4. Razmotrimo dva specijalna slucaja.
(a) Ako je R = +o0 i funkcija f analitika i ogranicena u oblasti {z :
|z — 20| > r, tada za svako n > 0 i svako p > r, vazi

f(z)dz 1 f(z M
JC N Py =
2—z0]=p (2 — 20) 2 —p |2 — 20| P

odakle, s obzirom da p > r mozZe biti proizvolno veliko, slijedi da je ¢,, = 0
zan > 0, odnosno, tada je

ea] = =
Cp|l = —
" 2

0

flz) = Z en(z —20)", |2 — 20| > 7.

n=—oo

(b) Ako je r = 0i funkcija f analitika i ograniCena u oblasti {z : 0 <
|z — 20| < R, tada za svako n < 01 svako p < R vazi

d M
/z—zoip@'f—(zl)i“ S/ IOl g < Mg

z—zo\:p ’Z _ zO|n+1 _

1

len| = %
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kada p — 0.
Odavde slijedi da je ¢, = 0 zan < 0, pa je Laurentov red funkcije f u
prstenu 0 < |z — 29| < R sadrZi sao pravilni dio

0

f(z) = Z en(z —20)", 0 < |z — 20| < R.

n=—oo

Primijetmo da se u prethodne dvije teoreme (i u prethodnim primjerima)
dopusta da je » = 01 (ili) R = 4o0. U slu€aju r = 0, razlaganje funkcije u
Laurentov red moZe biti kori§éeno za izu¢avanje ponasanja funkcije f kada
zZ — 20.

Definicija 5.5. Tacka zq je izolovani singularitet funkcije f ako postoji poz-
itivan broj r, takav da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : 0 <
|z — 20| < r} a nije analiticka u krugu {z € C : |z — z| < r}.

u

Ako je tacka zq izolovani singularitet funkcije f, onda se funkcija f
moZe razloziti u Laurentov red:

—1
f(z) = Z en(z—20)",2€ K={2€C:0< |z—2]| <7}
n=-—o00
Zavisno od toga koliko ¢lanova sadrZi glavni dio Laurentovog reda funkcije
f, singulariteti se klasifikuju na sljedeci nacin:

(a) Ako je c_,, = 0 za svako n > 0, onda se Laurentov red svodi na
njegov pravilni dio i tada se kaze da je zo otklonjiv (prividan) izolovani
singularitet funkcije f.

(b) Ako glavni dio Laurentovog reda funkcije f sadrzi kona¢no mnogo
¢lanova, tada se kaze da je zo pol funkcije f. Pri tome, ako je m prirodan
broj takav da je c_,, # 01 c_; = 0 za svako k > m, tada se kaze da je z
pol reda m funkcije f. Za pol reda m = 1 funkcije f kaZze se da je prosti pol
funkcije f..

(c) Ako glavni dio Laurentovog reda funkcije f sadrzi beskonacno mnogo
Clanova tada se kaze da je zq esencijalni singularitet funkcije f.

U sljedecoj teoremi daje se nekoliko kriterijuma pomoc¢u kojih se moze
utvrditi da li je zg otklonjivi izolovani singualritet funkcije f.
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Teorema 5.6. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f, tada su sljedeci

uslovi ekvivalentni: o o . N
(a) Tacka zg je otklonjiv izolovani singularitet funkcije f;

(b) Postoje cy € Cir > 0 takvi da je funkcija

F — 0< — <
- { G 93-al <
analitickau {z € C : |z — zp| < r}.

(c) Postoji lim,_, ., f(z).

(d) Postoji v > 0, takvo da je funkcija f ograni¢na na K (zo,7)\ {20} =
{zeC:0<|z— 2| <71}

Dokaz. Ako je zg otklonjiv singularitet onda je

f(z) =coter(z—z0)+ - Hen(z—20)"+ - ,z€ {2 € C:0< |z—20| < r}.
Ako funkciju f definiS§emo stepenim redom

f(2) = cotci(z—z0)++en(z—20) "+ ,z€ {2z € C : |z—2]| <r}.

tada je f analiticka u krugu {z € C': |z — 2| < r}.
Dakle, (a) = (b).

Iz (b) slijedi da je lim,,., f(z) = lim,,,, f(2) = co, $to znali da
(b) = (c).

Dalje, ako je ispunjen uslov (c) i ako je lim,_,,, f(2) = co, onda postoji
krug K (zg,r) takav da je | f(z) — co| < 1 za svako z € K(zg,r). Odavde
slijedi da je | f(2)| < |eo| + 1, odnosno (¢) = (d).

Na kraju, pretpostavimo da je ispunjen uslov (d). Tada je, za dovoljno
malo r, funkcija f ogranienana {z € C : |z — 29| < r}, pa za za svako
n € Nikruznicuy = {z € C:0 < |z — 2| = r} vazZi:

1 f(n) L |f ()]
= o [ <3 [t

1
< M?TH_I'QWT:M’F” — O kadan — oo.
T

Odavde slijedi da je c_,, = 0, pa je 2o otklonjiv singularitet funkcije
f. To znati da (d) = (c¢). Ukupno, imamo da (a) & (b)) = (¢) =
(d) = a), ¢ime je teorema dokazana. O

Racunanjem grani¢ne vrijednosti lim,_, ., f(z) moZe se utvrditi i da li
je izolovani singularitet zg pol funkcije f.
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Teorema 5.7. Izolovani singularitet zy funkcije f je pol te funkcije ako i
samo ako je lim,_, . |f(z)| = oo

Dokaz. Pretpostavimo da je zg pol reda m > 1 funkcije f. Tada postoji
r > 0, takvo da je

f(z) =em(z—20) "+ Z ci(z—2)z€{z€C:0<|z—2| <r}.
i=—(m—1)
Odavde slijedi da je 2 otklonjiv singularitet funkcije
oo
9(2) = (z—20)"f(2) = Y cjmm(z—20),z€{2€C:0<|z—2]| <r},
j=0

lim ¢g(z) = lim f(2)(z — 20)™ = ¢m # 0,

Z—r20 Z—r20
paje lim; ., | f(z)] = +o0.
Obrnuto, ako je lim,_,, | f(2)| = +oo, tada postoji r > 0, takvo da je
f(z) #0za0 < |z — 29| < r. Posmatrajmo funkciju

ho-{ g Dslwl<r

zZ =20

Posto je lim,_, ., f1(z) = 0, to je funkcija f; analiti¢ka u krugu K (zp,r) =
{z € C: |z— 2 < r}, pri Cemu je zy jedinstvena nula funkicje f1 u
tom krugu. Zbog toga postoji prirodan broj m, takav da je f1(z) = (z —
20)"g(z), gdje je funkcija g analitiCka u krugu K (29, r), g(z0) # 0. Slijedi
da je i funkcija g1 (2) = ﬁ analiti¢ka u K (zg,r), pa je

f(z2)=(z—2) "—
() ( 0) g(Z)
(z — 20) Zb z—29)"
:szz—zo
=0
= Z cj(z—20),0 < |z — 20| <7, c_m = by = g(20) # 0.

Sto znacdi da je zg pol reda m funkcije f. O
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Teorema 5.8. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f, tada su sljedeci
uslovi ekvivalentni:

(a) Tacka zq je pol reda m.

(b) Za svako k < m tacka zq je pol funkcije hy(z) = (z — 2z0)*f(2) i
otklonjiv singularitet funkcije g(z) = (z — z0)"™ f(2).

(c) lim,suy (2 — 20)™ f(2) = B, gdjeje B # 0 B # oc.

(d) Tacka zq je nula visestrukosti m funkcije

fi(z) = f(lz), ze{z:0<|z— 2| <r}
0, zZ =2

Dokaz. Neka je ispunjen uslova (a). Tada je

F(2) = comlz—20) "+ e (z—20) "ot e (2=20) L eom # 0,
z€ K(z0,7)\ {20} ={2€C:0<|z—2| <r}.Tadajezak <m

hi(2) = (2 = 20)" f (2)

=com(z—20) 7" + -+ co(z — 20)
z € K(z0,7) \ {20},

Fpoealz— 20

odakle slijedi da je za tacka zg pol reda m — k funkcije hy, dok je za k =
m tacka zq otklonjiv singularitet funkcije g(z) = hp,(2) = (2 — 20)™ f(2).
Dakle, (a) = (b).

Pretpostavimo da je ispunjen uslov (b). Tada je zg pol funkcije h,,—1(2) =
(2 — 20)™ L f(2), pa postoji r > 0, takvo daje za 0 < |z — zo| < 7,

hm_1(2) = b_j(z—20) "4 bo+bi1(z—20)+- - +bu(z—20)"+-- -,
gdje je b_; # 0. Posto je z( otklonjiv singularitet funkcije

9(z) = (2 — 20)" f(2) = (2 = 20) hin—1(2),
imamo da je

g(2) = b_y(z—20) " 4 b+ bo(2—20)+ -+ b (2—20)" T



182 GLAVA 3. CAUCHYEVA TEOREMA I NJENE POSLJEDICE

Laurentov red funkcije g sastoji se samo od pravilnog dijela, pa iz uslova
b_; #Oslijedidajel=1,b_1 #0i

Zb z—zoj'H

j=—1
Odavde dalje slijedi
o g9lx») —m n
f(z) — 7(’2_20)7” — C—m(Z_ZO) ++CO++CH(Z_ZO) + R

gdje je ¢y, = b_1 # 0, paje zo pol reda m funkcije f. Dakle, (b) = (a),
odnosno (a) <= (b).

Ponovo pretpostavimo da je ispunjen uslov (a), odnosno da je zy pol
reda m funkcije f. Tada postoji r > 0, takvo da je

fz)=com(z—20)""+-Fcot+eci(z—2)+-, 0<|z—2| <,
gdje je c_,,, # 0. Odavde slijedi da je
lim (2 — 20)" f(2) = B,

Z—20

gdjeje B =c_p # 01 # oo. To znadi da (a) = (c).
Obrnuto, ako postoji lim,_, ., (2 —20)™ f(2) = B # 0, tada je zo otklon-
jiv singularitet funkcije g(z) = (z — 29)™ f(z), pa postoji realan broj r > 0,

takav da je
o0
= Zbl(z —20)', bo #£0,0< |z — 20| <.
Odavde slijedi da je
o0
f(z)=(2—20)""g(z) = Z ci(z—20), 0 < |z — 2| <1,
i=—m

gdje je c_,, = by # 0, §to znaci da je 2z pol reda m funkcije f. Uzimajuci
u obzir prethodna razmatranja, zakljucujemo da je (a) <= (c).

Dokazimo jo§ da (¢) = (d). Pretpostavimo da je izpunjen uslov (c) i
posmatrajmo funkciju g(z) = (z — 20)" f(z), koja je, za neko r > 0, anal-
iticka u prstenu {z : 0 < |z — zo| < r}. Postavimo g(zp) := lim,_,,, g(2).
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Tada je, prema uslovu (c), g(zo) # 0. Odavde, zbog neprekidnosti funkcije
g u krugu {z : |z — 29| < r}, slijedi da postoji r; > 0, takvo da je
g(z) # 0za |z — 29| < 7. Funkcija fi1(z) = % = (z — 2z0)"h(2),
gdje je h(z) = ﬁ analiti¢ka i razli¢ita od nule u krugu |z — 29| < r1. To
znaci da je zo nula reda m funkcije f1, odnosno da (¢) = (d).

Pretpostavimo da je izolovani singularitet zy funkcije f nula reda m
funkcije f1. Tadaje fi(z) = (2—20)"h(z), pri Cemu je h(zp) # 0. Funkcija
h(z) = fi(2)(z — z9)~™ je analiticka (pa dakle i neprekidna) u nekom
krugu {z : |z — 29| < r1}, a odatle slijedi da je h(z) # 0 u nekom krugu
{z : |z — 29| < r}. Odavde sijedi da je i funkcija g(z) = ﬁ analiticka u
krugu {z : |z — z0| < r}ida je pri tome g(zo) # 0. Tada je

9(z) =Y bi(z = 20)", bo #0,
=0

e}

f(z) = (z—20) "g(2) = Y cilz = 20)", pri&emujec_y, = by # 0.

i=—m

To znaci da je zy pol reda m funkcije f. Dokazali smo, dakle, da (d) =

(a).
Uzimajuéi u obzir i ranije dokaze, imamo da je (a) <= (b), (a) <
(¢), (¢) = (d) = (a), ¢ime je teorema dokazana u potpunosti.

Ostaje da primijetimo da se izolovani singularitet zy funkcije f prepoz-
naje kao esencijalni singularitet tako $to se negiraju dvije preostale mogucnosti:
da je to otklonjiv singularitet i da je pol. To znaci da je izolovani singularitet
2o funkcije f(z) esencijalni singularitet te funkcije ako i samo ako (u C) ne
postoji lim,_, ., f(z). Odavde slijedi sljedece tvrdjenje:

Teorema 5.9. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f i ako je f(z) # 0

u nekoj okolini tacke zy, tada je zg esencijalni singularitet te funkcije ako i
samo ako je zy esencijalni singularitet funkcije %

Primjer 5.10. Neka je f(z) = ex. Ako jezn =1 tadaz, = 01 f(z,) =
e" — 400 kadan — oo. S druge strane, ako je z, = —%, tada z, — 01
f(zn) — 0kadan — oo. Ako je w € C,w # 0, tada postoji a € C, takvo
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1

1 a __ 1 —
daje e = w. Ako je zn = o

tada z, — O kadan — oo f(z,) = w.

Dakle, tatka zop = 0 je esencijalni singularitet funkcije f (2) = ex. Pri
tome, za svako w € C postoji niz (zy ), takav da z,, — 0 a f(z,) — w kada
n — oo.

Teorema 5.11 (Casorati-Weirestrassova). Izolovani singularitet zy funkcije

f je esencijalni singularitet te funkcije ako i samo ako za svako w € C
postoji niz (zy,) koji konvergira ka zy, takav da f(z,) — w kada n — oc.

Dokaz. Jedan dio tvrdjenja je direktna posljedica teorema o otklonjivom
singularitetu i polu funkcije: ako za svako w € C postoji niz (zy,), takav
da z, — 201 f(zn) — wkadan — oo, onda je zy esencijalni singularitet
funkcije f.

Pretpostavimo da je 2 esencijalni singularitet funkcije f. Tada je

-1

f(2) = f(z) + fa(z) = Y enlz—20)" + ) ealz = 20)"

n=—o0o n=0

2eK={2€C:0<|z— 2| <r},

pri ¢emu je beskonacno mnogo koeficijenata c,, sa negativnim indeksom n
razli¢iti od nule. U toku dokaza teoreme o Laurentovom redu dokazano je

datadared S 1 ¢, (z — 20)"(= fi(2)) konvergira za svako z € C \

n=—oo
{20}. Slijedi da je funkcija g(n) = c_1n + c_on® + -+ + c_pn™ + - -+
analiticka u cijeloj kompleksnoj ravni C. Posto ta funkcija nije konstantna,
ona je, prema Liouvillovoj teoremi, neogranicena. Slijedi da postoji niz

(Mn), Mn — o0, takav da g(n,) — oo. Tada niz z, = 29 + n% — 20, a

fi(zn) = 00, fa(zn) — 0, pa f(z,) — oo kadan — oo.

Pretpostavimo sada da je w € C. Ako je 2 tacka nagomilavanja skupa
A = Null (h) nula funkcije h(z) = f(z) — w, onda postoji niz (z,) tataka
skupa A, takav da z, — 2o, atada f(z,) — w. Ako zy nije tacka nagomila-
vanja skupa A, onda postoji krug K(zg,¢) koji ne sadrZi ni jednu nulu
funkcije /. Tada je funkcija ¢ = # analititka u skupu K (zo,¢) \ {20}
Tacka zg je esencijalni singularitet i funkcije h i funkcije ¢. Pri tome postoji
niz (z,) takav da z, — 2o i p(2,) — oo kadan — oo. Tada h(z,) — w,

odnosno, f(z,) — w kadan — oc.
0

Iz Casorati-Weirestrassove teoreme slijedi da ako se posmatraju svi ni-
zovi (z,,) koji konvergiraju ka esencijalnom singularitetu z( funkcije f, onda
je skup svih taaka nagomilavanja odgovarajucih nizova (f(z,)) proSirena
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kompleksna ravan. To je bitno drugacija situacija od situacija kada je zg pol
(tada je skup svih tacaka nagomilavanja nizova (f(z,)) tacka co), ili kada
je zo otklonjiv singularitet (tada je skup svih taCaka nagomilavanja nizova
(f(zn)) neka tacka iz C). Dakle, ponasanje funkcije f u okolini izolovanog
singulariteta zavisi od glavnog dijela Laurentovog reda u okolini tog singu-
lariteta

Bez dokaza dajemo sljedeéu teoremu, opstiju od Casorati-Weirestrassove
teoreme.
Teorema 5.12 (Picardova teorema). Ako je tacka zg € D esencijalni sin-
gularitet funkcije f : D — C, onda za svaku okolinu O(zp) C D tacke z
i svako w € C, sa izuzetkom najvise jedne vrijednosti, postoji beskonacno
mnogo tacaka z € O(zy), takvih da je f(z) = w.
Primjer 5.13. Dokazimo da je tvrdjenje Picardove teoreme ta¢no za funkciju
f(z) = ex. Zaw # 017 > 0jednatina e/ = w, |n| < r, je ekvivalentna
sa jednacinom e* = w, za |z| > 1/r. Nekaje z =  + iy iw = u + iv.
Tada je |w| = e i e™ = e". Slijedi da su rjeSenja polazne jednacine
z =log|w| +i(v+2km), k € Z.

Razmotrimo posebno slucaj kada je izolovani singularitet funkcije f
tacka zp = oo. Tada postoji r > 0, takvo da je na skupu {z € C : |z| > r}
funkcija f analiticka. Slijedi da je funkcija ¢(n) = f(1/n) analiticka na
skupu {n: 0 < |n| < %} pa je n = 0 izolovani singularitet funkcije ¢. To
znaci da u okolini tacke 0 funkciju ¢ mozemo razloziti u Laurentov red

[e'e) —1 [e'e)
w(n)=f<1> =Y anf = Y ant S et
k=0

n

k=—o0 k=—o0
odakle slijedi da je
—1 e’} 00 00
f(z) = Z cpz k4 Z cpz k= Z cpit + Z ez "
k=—00 k=0 k=1 k=0

KaZemo da je gornjom formulom dato razlaganje funkcije f u Laurentov
red u okolini tacke co. Pri tome se red Y-, c_p2" naziva glavnim dijelom
ared > oo ¢z~ ¥ pravilnim dijelom ovog Laurentovog reda. Klasifikacija
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izolovanog singulariteta zg = oo funkcije f vrsi se na uobi¢ajen nacin: ako
glavni dio Laurentovog reda funkcije f u okolini beskona¢no udaljene tacke
sadrzi beskonacno mnogo ¢lanova, onda je zg = oo esencijalni singularitet
funkcije f; ako je c_,, # 01ic_; = 0 za svako k > m, onda je zp = oo
pol reda m funkcije f; ako Laurentov red sadrZi samo pravilni dio onda
je zo = oo otklonjivi singularitet funkcije f. Ukupno, beskonacno udaljena
tacka je esencijani (pol reda m, otklonjiv singularitert) izolovani singularitet
funkcije f ako i samo ako je tacka = 0 esencijalni singularitet (pol reda
m, otklonjiv singularitet) funkcije ¢(n) = f (1/7).

Primjer 5.14. (a) Beskonac¢no udaljena tacka je izolovani singularitet funkcije
f(z) = z7!sinz. Da bismo utvrdili prirodu tog singulariteta dovoljno je
posmatrati funkciju ¢(n) = f(1/n) = nsinl/n, koja u tacki ny = 0
ima otklonjiv singularitet. Dakle, zy = oo je otklonjiv singularitet funkcije
f(z) = z"1lsinz.

(b) Ako je f(2) = e, tada je ¢(n) = f(1/n) = €'/", i posto je ny = 0
esencijalni singularitet funkcije ¢, to je zg = oo esencijalni singularitet
funkcije f.

(c) Beskona¢no udaljena tacka je pol reda dva funkcije f(z) = (z —

1)3/z.

Definicija 5.15. Ako je Q oblast u C ili u C a funkcija f analiticka u Q\ E,
gdje je E C §Q skup polova funkcije f, tada se kaZe da je f meromorfna na
Q

" Za funkciju koja je meromorfna na C kratko kazemo da je meromorfna.

Primjer 5.16. (a) Funkcija f(z) = g;:(é)), gdje su P, i @, polinomi ste-
pena n odnosno m, je meromorfna. Njeni polovi su su nule polinoma Q.

Funkcija f nema drugih izolovanih singulariteta.
(b) Jedini izolovani singulariteti funkcije

_ [ ==, 2#0
f(z)_{ ol 2l

su zp = 2kmi, k = +1,4+2,... ito su polovi, pa je f meromorfna funkcija

Primjedba 5.17. Primijetimo da ako je f meromorfna funkcija, tada je skup
E njenih polova najvSe prebrojiv. Ako je f meromorfna na C, tada je skup
njenih polova konacan. U protivnom, ako bi skup E bio beskonacan, tada
bi u C, postojala tatka nagomilavanja skupa F. To bi bila singularna tacka
funkcije f, ali ne bi bila izolovani singularitet.
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Teorema 5.18. Ako je f meromorfna funkcija, takva da je beskonacn udal-
Jjena tacka njen otklonjiv singularitet ili pol, tada je f racionalna funkcija.

Dokaz. Nekasu z1, 29, ..., 2z polovireda myi, ma, ..., mg, a zg = co pol
reda [ > 0 funkcije f. Posmatrajmo proizvod

k

9(z) = = f(2) [ (= = 2™

Jj=1

Slijedi (v. teoremu 3.5.6) daza svako j € {1,2, ..., k}, postojilim, . g(2).
Istovremeno, postoji lim,_,o, g(z). Dakle, svi singulariteti funkcije g su
otklonjivi, pa je g(z) konstanta. Odavde dalje slijedi da je

l

f(z) = 22

Sto je i trebalo dokazati. O

Zadaci

1. Razviti u Laurentov red funkcije po stepenima z — a u oblastia D ako

je
a)f(z):m,azO,D:{zeC:1<|z]<2},
b) f(2) = osirmyy 0= —LD={z€C:0<|2+1] < 3}.

2. Ispitati karekter singulariteta funkcije f ako je

/()= g
b) f(2) = %

¢) f(z) = sin ;37,

U sljede¢im zadacima date funkcije razloziti u Laurentov red na datim
prstenima ili u (Supljim) okolinama datih tacaka. Ako se traZi razvoj
funkcije f u okolini tacke z = a onda treba naci razvoj po stepenima
z — a. Ako se pak trazi razvoj funkcije f u tacki z = oo onda se
podrazumijeva da treba naéi razvoj po stepenima z ili, §to je isto, po
stepenima 1/z.
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3. w= ; )z=0, (i) z=o0.
z—2
1 . . . ..
4. w=———(a # 0, k prirodan broj); (i) z =0, (ii) z = oco.
(z —a)k
1
5 w=——;2=0b,b#a.
zZ—a
1 . ..
6. w=———; (Hz=0, (G)z=1, (1i)z=o0.
z(1—2)
1
7. w=+————(0<]a| <0]);

(z—a)(z - )

(i) z=0, (@i)z=a, (i)z=o00, (@v)]a|<]z|<]b]|.

22 —2z45
. = -— 1 = 11 1 2'
8. w EE R ()z=o00, (i)l<|z]|<
90 w= i (e—i, ()2 =
.w—(z2+1)2, z =1, z = 00.

10. w=+/(z —a)(z — b) w(+o00) = +00); 2z = oc.

z 9 1 . ..
11.w:1 g T 27ex; 1) z=0, (i) z= 0.
—z
<1
Sin ——
12, w= e 2. =4
(z —i)?

13. w=eT2; ()z=1, (i) z = co.

1 . 1
14, w=e*"> +sinzsin—; 0< |2] < .
z

15. w=sin——: @{)z=1, (i) z = oo
1—2z2

(u poslednjem slucaju ograniCiti se na prva tri ¢lana reda).
16. w=ctgz; 2z=0.

17. Dokazati da ako cijela funkcija u beskona¢no udaljenoj tacki ima pol
reda m, tada je f polinom stepena m.
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18. Konstruisati funkciju f koja je analiticka na C \ {0,1, 00}, pri ¢emu
su 0, 1 1 oo esencijalni izolovani singulariteti.

19. Nekaje f(z) = e*1/%,0 < |2| < c0.

(a) Odrediti koeficijente ¢, u razvoju funkcije f u Laurentov red u
prstenu {z : 0 < |z| < oo.

(b) Dokazati jednakost

2m
/ f(n) dn = 7,/ cos(nt — 2sint)dt.
E 0

=1 nn—‘rl

(¢) Izvesti formulu

1/% (nt — 2sin t)dt i (-1*
— — 11 = —_—.
=/ cos(n s 2 F(n 1 k).

20. Neka je zp € C pol reda m funkcije f i pol reda n funkcije g. Sta se
moZe o o tacki zg ka izolovanom singularitetu funkcija F' = f + ¢?

21. Neka je f cijela funkcija za koju postoji M > 0, takvo da je | f(z)| <
M| sin z|, za svako z € C. Dokazati da postoji K € C, takvo da je
f(z) = Ksin z.

6 Rezidum. Primjena naizracunavanje integrala
kompleksnih funkcija

Definicija 6.1. Rezidum u tacki z9 € D C C funkcije f : D — C,
analiticke na skupu D \ {zo}, je kompleksan broj koji se oznacava sa
Res(f; 20) i definise formulom

1
Res(f;20) := 5— [ f(2)ddz,
270 )+
gdje je ~y dio po dio glatka zatvorena kriva orijentisana suprotno kre-
tanju kazaljke na satu, koja ograni¢ava oblast Q C D, pri Cemu
zo € QL
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Iz definicije reziduma i Cauchyeve teoreme slijedi da ako je funkcija
f analiti¢ka u tacki zp, onda je Res(f;z9) = 0. Ako je zp izolovani
singularitet funkcije f, tada se u nekom prstenu {z € C : 0 < |z —
zp| < r} funkcija f moZe razloziti u Laurentov red i Res(f, zp) =
c_1, gdje je c_1 koeficijenat uz (z — z9)~!. Odavde slijedi da ako je
2o otklonjiv singularitet funkcije f, onda je Res(f;z9) = 0.

Ako je zg pol reda m funkcije f, onda je

Cc_
&) = gy T emiEmz0) et 0 < ezl <

Funkcija
9(2) = (z—20)" f(2) = com++ - +e_1(2—20)™ " Hco(z—20) "+ -

je analiticka u krugu {z : |z — 29| < r}. Diferencirajuéi gornji red
(m — 1) puta dobijamo

9" (=) = (m = Dle_y + (= = 20)912), 91(20) # 0.

Odavde slijedi da je
1 ] dmfl

Res(f;20) = c-1 = (m—1) =58 dzm—t

[(z = 20)" f(2)]-
Specijalno, ako je zg prost pol, onda je

Res(f;20) = lim (z — 20) f(2).

Z—20
Ako je f(z) = o z) gdje su funkcije ¢ i ¢ analiticke u zp, ¢(z0) #
0,%(20) = 0,¢'(20) # 0, onda je zq pol prvog reda funkcije f, pa je
TR - C) p(z) _ ol20)
Res(f;20) = lim (= = 20): 075 = M 502060 = wia)

Z—20
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Pretpostavimo da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : |z| >
r}, gdje je r > 0. Rezidum funkcije f u tacki zg = oo definiSe se
formulom

2w

Res(f;00) = — - / f(2) dz,

gdje je v = {z : |z| = p}, kruZnica poluprecnika p > r. Ako se
funkcija f razlozi u Laurentov red u okolini tacke zy = oo, onda je
njen rezidum u tacki zp jednak koeficijentu uz %, sa promijenjenim
znakom. Primijetimo da se taj koeficijent nalazi u pravilnom dijelu

Laurentovog reda.

1z definicije reziduma funkcije u datoj tacki slijedi da, pod izvesnim
uslovima, vaZzi jednakost

271 - Res(f;20) = / f(z)dz.
gl
Odavde slijedi da se integrali kompleksnih funkcija po zatvorenim
krivim linijjama mogu racunati pomocu reziduma. U vezi sa ovom
primjedbom vaZi sljedece tvrdjenje.
Teorema 6.2 (Cauchyeva teorema o rezidumima). Neka je D oblast
u BbbC i A = {z1,...,2n} C D. Ako je funkcija f analiticka na

skupu D\ A, onda za svaku konturu v C D koja ogranic¢ava oblast
ONDAQCD,vazi

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f; z)-
v k=1

Dokaz. Neka su 71,...,7,(C ) konture opisane oko tataka z1,. . .
, Zn, takve da njima ograniCene zatvorene oblasti 2; C €, ...,Q, C
() nemaju zajednickih tacaka. Primjenjujuc¢i Cauchyevu teoremu za
viSestruko povezane oblasti, dobijamo

n

/f(z) dz = Z/f(z) dz = ZQﬂiRes(f;zk) = ZWiZRes(f;zk).
v v k=1 k=1

k=1

O]
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Primjedba 6.3. Pretpostavimo da su vy, 72, . . . , 7, konture u C koje
ogranicavaju oblasti 21,9, ...,€,, pri emu je za i # j presjek
); N €); prazan skup. Neka je dalje o kontura koja obuhvata kon-
ture v, ...,7, 1 ogranicava oblast {2y. Sa D oznaCimo visestruko
povezanu oblast g \ (; U---UQ,) a sa dD njenu granicu, koja
se sastoji od kontura ~g, v1, - - - , Yn, Orijentisanu tako da kada se ona
(granica 0D) obilazi, oblast D ostaje sa lijeve strane. Ako je A =
{z1,22,...,2n} € D konacan skup izolovanih singulariteta funkcije
fypricemu z; € Q;, 9 =1,2,...,n,1iako je funkcija f analitiCka na
D\ Aineprekidnana D \ A, tada, ponovo primjenjujuéi Cauchyevu
teoremu, dobijamo da je

(z)dz = 2mi Z Res(f; z).

oD 2R €EA

Ako skup izolovanih singulariteta funkcije f sadrZi i beskona¢no udal-
jenu tacku, onda vaZi sljedece tvrdjenje.

Teorema 6.4. Ako je funkcija f analiticka na skupu C \ A, gdje je
A ={z1,...,2,} konacan skup, onda je

zn:Res(f;zk) + Res(f;00) = 0.

k=1

Dokaz. Neka je v krug koji obuhvata tacke z1, ..., z,, orijentisan
suprotno kretanjui kazaljke na satu. Tada je, prema prethodnoj teo-
remi,

/ f(z)dz = 2m'ZRes(f; 2k).
LAl k=1

S druge strane, na osnovu definicije reziduma funkcije f u tacki oo,
vazi jednakost

2miRes(f;00) = — f(z)dz.
At
1z ovih formula slijedi tvrdjenje teoreme. O

U sljede¢em primjeru pokazuje se kako se integrali po konturama
mogu racunati pomo¢u reziduma.
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Primjer 6.5. Izracunaemo f a +22)m dz, gdje je v: (a) polukrug
{z:|z| = frgRezngmzZO}, (b) krug {z : |z| = 7},
(r>0,r# 1), orijentisan suprotno kretanju kazaljke na satu.

Izolovani singulariteti funkcije f(z) = m su tacke z1 = i
29 = —1 1 to su polovi reda m. Ako je r < 1, onda je i u slucaju (a) i
u slucaju (b) funkcija f analiticka u oblasti ogranicenoj krivom +, pa
je u oba slucaja fw f(z)dz = 0. Ako je r > 1, onda je u slucaju (a)
potrebno izracunati reziduum funkcije f u tacki z; = ¢ a u slucaju (b)

reziduum iste funkcije u tackama z; = 71 20 = —¢. Imamo da je
1 1
D) =1 _am (m—1) _ 1 (m—1)
Res(f:1) = (=~ )" () ™) = im )
(D™ Im(m+ 1) (2m — 2) . (2m—2)!
= lim - = —1 .
2 (i + z)2m—1 22m=1((m — 1)!)2

Slijedi da je u slucaju (a)

1 o o (2m — 2)!
LW = 2miRes(f;i) = 27722m_1((m SETIPE

Zadaci

(a) IzraCunati
a) Res(zez%l; 1);  b) Res(

;—1);
Sln 7TZ

1
c) Res(=5%2;0) (n € N);  d) Res (e” oo>

e) Res (W;M); —22’) ;i f)Res <( € ml))3, 1/2)

2) Res <Sm ot —77) .
(b) Neka je funkcija f regularna u beskonac¢no udaljenoj tacki. Dokazati
daje Res f(2); 00) = lim, o0 2(f(00) = (2)) = —(0), gdje
jep(z) = f(1/2).
dz
op 2°(2%0 = 3)’

(c) D={zeC:|z| <3};

P
d ——dz, D= C: 2},
(d) aDZCOSerl 2, {z € |z| > 2};
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z e T
— dz, D = C: < —}.
(e) aDz—le 2, {z € |arg z| 4}

1 1
(f) / —e T dz, gdje je [ zatvorena dio po dio glatka kriva.
1 <R
22. Odrediti rezidiume sljede¢ih funkcija u svim izolovanim singularite-

tima i u tacki z = oo 1 provjeriti da 1i su te funkcije meromorfne
funkcije u cijeloj kompleksnoj ravni ili pak u proSirenoj kompleksnoj

ravni:
2 2n
z z 1
lw=-——"=ms. 2.w=-—— N). 3w= ——+—.
YT e W= g aye N 3 w= T
4 224z-1 sin 2z 6 e?
W= . DW= ——. W= .
22(z—1) (z+1)3 22(22 +9)
1 1
T.w=——. 8. w = ctg3z. 9. w = 23 cos .
sin z z—2
1 24421
10.w = e*+=. 1lw=sinzsin.  12.w=cos =1
z z+3

Vz
sin/z"
tan

15.w = : (n-prirodni broj). 16. w=T(z) = fooo t*~le~tdt.

ZTL

1
13.w:m(h7§0). 14.w=

23. Odrediti rezidium funkcije
1
VvV2—z—-1

w(z) =

utatkiz =1 (/1 =1).

24. Funkcije w = f(z) u tacki z = 0 ima razvoj w = ) 7 cpz "
Odrediti reziduum funkcije g(z) = [f(2)]? u tacki 2o = 0.

25. Neka su funkcije f i g analiticke u krugu K (a,7) = {z € C : |z —
al < r} ineka je a nula funkcije f viSestrukosti m i nula funkcije g
viSestrukosti m + 1. Dokazati jednakost

Res <§;a> = (m+ 1)&

gm+1 ((I) :
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26. Neka je funkcija f analiticka u prosto povezanoj oblasti D D ~(a, 1),
gdje je y(a,r) = {z € C: |z —a| = r}, pri Cemu je f(z) # Ona~.

Izracunati
1/ f(z)dz
2mi v(a,r) f(z)zm .

7 Primjena reziduuma za izracunavanje integrala

U ovom dijelu pokazacemo se kako se Cauchyeve teoreme o reziduumima
mogu koristiti za izraCunavanje odredjenih integrala realnih funkcija.

1. Posmatra¢emo integrale tipa

2
I= R(cos ¢, sin p)dyp,
0
gdje je R racionalna funkcija. Gornji integral se moze racunati uvodeéi novu
promjenljivu z = €?,0 < ¢ < 27. Tada je cosp = %(z + %),sincp =

L(z = 1), dz = izdy. Slijedi da je

24 z
1 1 1 1 1
I:/ R<<z+>,,<z—)>,dz
|2|=1 2 z) 2 z 1z
= / Ri(2)dz = 27TiZReS(R1; 2k),
|z]=1 k

pri ¢emu se sabiraju rezidumi funkcije /21 u izolovanim singularitetima te
funkcije, koji se nalaza u krugu |z| < 1. Primijetimo da je funkcija Ry
racionalna, pa su njeni izolovani singulariteti ili otklonjivi ili polovi. To
znaci da se za izraCunavanje reziduma mogu primijeniti ranije opisani pos-
tupci.

27 d(p

Primjer 7.1. Izracunaéemo integral I = 0 (atbcos )2’

e 4 e~
2

gdjejea > b > 0.
1+ 22,

postavljajuéi z = €*#, dobijamo: cos p = 5 i
z

Iz cosp =
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/27r do 4/ zdz

o (a+bcosp)?  ib? [, = (14 2a/bz 4 22)?
B 4/ zdz
b2 lzj=1 (2 — 21)2(2 — 22)%’

gdieje 21 = =5 +/(§)? —1ize = —¢ — \/(%)? — 1. Lako se pokazuje

daje|z1] < 11i|z2| > 1, paje

/27T _dy = 2771'i Res -

o (a+bcosp)? ib? z=21 (2 — 21)%(2 — 29)?
8 z ! _ 2ma
5 (o) e

Vratimo se opStijim pitanjima. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna
na Im z > 0 i analiticka na skupu {z € C : Im z > 0} \ A, gdje je
A ={z,..., 2} skup izolovanih singulariteta funkcije f koji leZe u gorn-
Jjoj poluravni Im z > 0. Pretpostavimo dalje da postoje M > 0,7 > 01
d > 0, takvi da za |z| > r, vazi: |f(2)| < M% Pokazimo kako se tada
moZe izratunati integral [ f(x) dz. Ako polukrug K, = {z € C: |z| =
r,Imz > 0} U{z € C:Imz = 0,|Re z| < r} obuhvata sve tatke
21,22,...,2k1akoje v, = {z € C: |z| = r,Im z > 0}, onda je

., k
f(z)dz = f(x)dx—l—/ f(z)dz:27riZRes(f;zi).
K =T Tr =1

Pri tome je

[YT f(z)dz

M 2 M
g/%|f(z)|dsg/% s = 225,

Slijedi da
/ f(z)dz — Okadar — co.
Y
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Zbog toga je

r—0 |

. k

lim/ f(z)dx = ZWiZRes(f;zi),
r i=1

odnosno,

00 k
/ f(z) dx:27riZRes(f;zi).
- i=1

Primjer 7.2. Da bismo izracunali integral

“+o0o d +oo d
e [y
—c0 1+$n 0 1+£Un

posmatracemo funkciju f(z) = Hﬁ’ ¢iji su jedini izolovani singulariteti
prosti polovi (rjeSenja jednaline 22" = —1): z, = e@ktDmi/(2n) } —
0,1,...,2n—1. Kontura I'; koja se sastoji od tri dijela: y1p = {2z : Im 2z =
0,0<Rez<R}={z=t:0<t<R},vor={z:|2/=R,0<
argz < w/n} = {z = Re'* : 0 < t < w/n}, 13p = {z = te™/" :
0 <t < R}, orijentisana tako da se kruzni isje¢ak koji ograni¢ava obilazi u
smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu, za dovoljno veliko R, (R > 1),

obuhvata tacno jedan izolovani singularitet: zy = e3n . Odavde slijedi da je,
zaR>1,

L R p ™/n Rie'tdt 0 emi/nt
/FR1+22” Z_/O x2n x+/0 1+R2ne2nit+/R 1+ ¢2n

= 2miRes(f(2); 20).

Pri tome je
1 1 1 —@rn-1)mi e;%
R . = N — = = — 2n = — .
Dalje,
T/n Riettdt
o 1+ R2ne2mt R?n _

TR

:m%OkadaR%OO
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Na taj nacin dobijamo da, kada R — oo, tada je

wi/n . .
—27i =0 +0—e™/"I = I(1—e™/m)
_ [/ (6—7ri/(2n) _ e“/@”)> — _9ig,emi/Cn) gin o
2n
Slijedi da je
1
I=2 = T — = Icosecl.
n sin 5 n 2n

2. Pokazacemo kako se mogu raCunati integrali oblika

/oo f(z)e®? da, /OO f(x) cos ax dx /oo f(x)sinaz dz,

gdje je a realan broj veci od nule. Prethodno ¢éemo dokazati jedan pomo¢ni
rezultat.

Lema 7.3 (Jordanova lema). Neka je D = {z € C' : Im z > 0} f :
D — C neprekidna funkcija na D i A = {z1,22,...,2,} skup izolo-
vanih singulariteta funkcije [ koji leZe u gornjoj poluravni ITm z > 0.
Neka je dalje funkcija f analiticka na skupu {z € C : ITm z > 0} \ A i
lim; o0 Imz>0 f(2) = 0, pri ¢emu je konvergencija ravnomjerna u odnosu
na arg z. Ako je v, = {z € C : |z| = r,Im z > 0}, tada

/ f(2)e"*dz — 0 kada r — +oc.

T

Dokaz. Ako sa M, ozna¢imo maksimum funkcije | f| na skupu ~,, onda
iz uslova teoreme slijedi da M, — 0 kada r — oo. Koristeéi nejednakost
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sin ¢ > %cp, koja vazi za 0 < ¢ < 7, dobijamo

f(2)e” dz

T
/ f(,r,eup)ezrCosga—?“smgpr,ieupdsp’
Tr 0

™ ™
S/ ‘f(reiap)eircosgp—rsincprieicp’dgp < MTT/ e—rsincpd(p
0 0
3
= QMTr/ e "My
0
g —2rp
< QMTT/ e = dy
0

_ 2Mrm
2r(1—eT)
< M,m — O0kadar — cc.

O
Ako sada sa K, oznacimo gornju polukruZnicu v, zajedno sa polupre¢nikom

[—r, 7], tada je

r k
(2)e'* dz = f(z)et® dx+/ f(2)e"* dz = 2mi Z Res(f; z).

K v i=1

Ocijenimo integral f% f(2)e"** dz. Uvedimo smjenu az = w. Neka je
Iy ={w e C: |w| = ar,Im w > 0}. Primijetimo da funkcija fi(w) =
f(%),a > 0, zadovoljava sve uslove iz Jordanove leme, pa

: 1 :
f(z)e"*dz = / f(g)e“” dw — 0 kadar — oo.
Yr a Ty a

Odavde slijedi da je

o.) r k}
/ f(z)e!™® dz = lim / f(z)e'® dx = 2mi E Res(f(2)e'; z;).
e -r i=1

r—-+00

Primjer 7.4. Izracunacemo integral

I_/Oosinxdx_l/J“oosinaﬁdw.
0 x 2/ o =z
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polazedi od integrala
+oo eix
I = / —dzx.
o T

Pri tome je

Posmatrajmo zatvorenu krivu (v. sliku) I' = ~; Uy U vz Uyg , gdje
suy; i3 duZi a y2 i 4 polukrugovi: 1 = {z € C : Im 2z = 0,—R <
Rez< —r},a=4{2€C:|z|l=r,Imz>0},13={2€C:Imz =
0,r < Rez < R},ya ={2 € C: |z] = R,Im z > 0}, pri ¢emu je
r =1/R, R > 1. Neka je kriva I" orijentisana suprotno kretanju kazaljke na
satu.

Tada je

iz iz —r iz iz R iz
m:‘zwz/em+/ em+/e@+/ew
T R o) z _R R ~3 z r z

Na osnovu Jordanove leme slijedi

1z
—dz — Okada R — oo.

742

Da bismo ocijenili drugi integral po polukrugu ~2, primijetimo da za z # 0
vazi
e 1l X, 1.,
Z—Z+§:00nz ) cn:mz .
n=

Funkcija h(z) = > o7, ¢, 2" je analititka u C. Slijedi da je

e@:/m+/maw
72 z 72 Z 2

Postavljajuéi z = re’?,0 < ¢ < m, dobijamo

z o ret

1 o1
/ —dz = —rie"Pdp = —im.
Y2 4

Funkcija h je ogranicena u okolini tacke z = 0, pa vazi

/72 h(z)dz

< |h(2)||dz| < const - mr — 0 kada r — 0.
Y2
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Slijedi da
eiz
/ —dz — —imkadar — 0.
Y2

z
Ukupno vaZzi

—rez‘z Reiz
/ dz+/ —dz — —imkadar — 0, R — o0,
z
'

_R %
+o0o ei:p .
—dx = —iT.
oo T

Odavde slijedidaje2] =Im I) =7i

0o -
SN T T
de = —.

0 xr 2

Citaocu ostavljamo da objasni zaSto u prethodnom primjeru nije po-

odnosno,

voljno posmarati kompleksni integral [ Si%dz.

Primjer 7.5. Izracunacemo integral

00 32
SN~ xr
I= 5—dx
0 X

racunjem kompleksnog integrala

1— eZiz
5—dz,
T z

gdje je I' kontura iz prethodnog primjera: I' = v U vo U 3 U 74 , koja
se sastoji od duZi 1 i 3 i polukruznica y2iy4: 71 = {z € C : Im z =
0,—R<Rez< —r}ya={2€C:|zl=r,Imz>0},y3={2€C:
Imz=0,m<Rez<R}yvw={2€C:|z| =R,Im z > 0}, pri ¢emu

jer=1/R,R > 1.
Primijetimo da je
1= /O ﬂd:p.
o T

1

U oblasti ogranic¢enoj konturom I funkcija f(z) = %m nema izolovanih

singulariteta, pa je

/F ! _262izdz = _;T f(iL‘)de—l—/w f(z)dz+/er(x)dx+A f(z)dz = 0.

< 4
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Dalje, smjenom x = —t dobijamo

—r R —2it
1—
flapts = [ 25—,

odakle slijedi da ako r — 0 tada

—r R R —2ix R 24T
1-— 1-—
f(x)dm+/ f(a:)dx:/ S — +/ ——
—R r r x? r x

R R 2
1-— 2
:2/ Cosxd:vzzl/ ST g s AT
r t2 N

Izra¢unajmo integral fw2 f(2)dzi fM f(z)dzkada R — +00, odnosno kada
r — 0. Primijetimo da je

1 — e2% 22

flz) =

z

gdje je g analiticka funkcija, koja je, dakle, ograni¢ena u okolini tacke zg =
0. Odavde slijedi da je

/ g(z)dz
Y2
—/ dz—2z/ —meztdt

/f )dz — —27 kada r — 0.
gt

2

< / 19(2)||d2] < Mrr — 0kada
72

Dalje je
Slijedi da

Ocijenimo jos i f'm f(2)dzkada R — +oo. Imamo da je tada z = Re' t €
[0, 7], pa je

™1 _ 2iRe’t ]
f(z)dz| = / L Rietdt
0

1 —2rsint 2
o < / e T <=0
0

R R

V4

kada R — +o0.
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Ukupno, imamo
41 + 27 =0,

+00 (32
SN~ T
1= 5—dr =
0 X

3. Razmotrimo jos kako se, koris¢enjem komleksnih funkcija, mogu

> x%~1 f(x), gdje je a realan broj (intere-

odakle slijedi da je

N

raCunati integrali oblika I = |
santan je jedino slucaj kada « nije cio broj), a f(x) = % racionalna
funkcija. Pretpostavli¢emo da funkcija @) nema nula na [0,+00) i da je
P(0) # 0. Dalje pretpostavljamo da su ispunjeni sljede¢i uslovi:

limn [+ f(2) = Tim [2]*f(z) = 0.

Odavde slijedi da je o > 0, a za takve vrijednosti parametra <, posmatrani
integral I = [° 2! f(x) konvergira. Pri tome postoji cijeli broj k > a,
takav da je f(z) ~ zﬁk gdje je A # 0. Da bismo koristili prethodne metode
za izvodjenje odgovarajuéih formula, treba definisati analiticku funkciju
koja ¢e se na [0, +00) poklopiti sa podintegralnom funkcijom. Osnovna raz-

o1 yiSeznacna.

lika u odnosu na prethodna razmatranja je ta sto je funkcija z
Izdvojimo jednu njenu analitiCku granu na sljedeci na€in. Sa D oznalimo
kompleksnu ravan sa rezom [0, +00). Neka je h analiticka grana funkcije
29~1 koja je pozitivna na gornjoj granici reza. U oblasti D je h(z) =
re—leiv(e=1) 0 < ¢ < 27. Na gornjoj granici reza (¢ = 0) je h(z +i0) =
h(z) = 2=t > 0,2 > 0, dok je na donjoj granici (¢ = 27), h(x — i0) =
xolei2m(@l) — p(2)e™ 2 > (. Tada je

f(z —10) = ei%af(x).

Neka je I' = v1 U 2 U 3 U 73, gdje su, kao i u prethodnom primjeru, s i
~4 polukruznice, a v i 3 duzi, Tada je

-r

a—1 _ a—1 a—1_i2ma
/Fz f(z)dz-/%z f(z)dz+/ 247 f(x) do

-R

+ / 271 f(2)dz + / "0 () do = 21 Y Res(2 (2 2.
V3 T

k=1
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pri ¢emu se sabiraju rezidumi u svim singularitetima funkcije 2%~ f(2) koji
pripadaju skupu C \ {0}.
Ocijenimo prvi i treéi integral. Neka je

M, = max{|2°7Lf(2)| : |2| = 7} = r* T max{|f(2)| : |2 = 7}.
Tada
r- M, =r*max{|f(z)|:|z| =r} - 0kadar — 0.
Odavde slijedi da

/ 2271 f(2)dz

T

< M, -2mr — Okadar — 0.

Na sli¢an nacin dokazuje se da
/ 2*71f(2)dz — Okada R — oo.
TR

To znaci da je

2mi Z Res(2 1 f(2); z1)
k=1

- ) R
= lim (/ 7 1em f (1) da + / 27 f(x) dx) ,
r—0,R—00 -R r

odnosno
00 1 n
a—1 _ . a—1 .
/ xT f(l:) dr = mzﬂ'l kgl ReS(Z f(Z),Zk).

0

Primjer 7.6. Izracunademo integral

/ Ve dx.
0 1+l‘3

Neka je f(z) = 1)53. Funkcija g(z) =7 +123 ima proste polove u tatkama
20 = —1,21 = €™/3, 29 = €"™/3. Napraviceo rez [0,00) u C, izabrati
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analiti¢ku granu funkcije z — /z definisanu sa /z = +/]z[e/2,0 < t <
2 1 integtraliti po konturi I' = v; U v U 3 U 74, gdje su 7 1 3 kruZnice
polupre¢nikar > 0i R > ra~y; = [r, R] i3 = [R, 7] segmenti

Primijetimo da je

T —ﬁ /R \/5 /R \/f
d dz = d der =2 dx.
/Mf(z) z+ 73f(z)z /Rl—i-x?’ x—i—r 1+x33: T x

Dalje je, za dovoljno malo 7,

[ L] [ Va
oy 123

2m
SA mdtézﬂ'l 3—>0kadaT—>0.
i sli¢no, za dovoljno veliko R,

\/E /27r /R|eit/2| /R
dz| < ———dt < 2 kad .
[y31+232_ Tt et S 7rR3_1—>0 ada R — +oo

Integral po konturi I orijentisanoj suprotno kretanju kazaljke na satu mozemo
racunati po formuli

2
/F vz dz = 27riZRes(f(z);zi).

3
1+ 2 =

Pri tome je

Res(f(2): %) = lim (2 — z) Y2 = Y&

2z 1+ 23 32?

Racunajudéi gornje vrijednosti dobijamo da je

(2)dz+ [ f(z)dz+ (2)dz + / f(z)dz

gat 73

2
> )= 2T
= /Ff(z)dz = 2mi v Res(f(z), Z) 3"

Ako dopustimodar — 01 R — 400, imamo

teo Vx 2

dr = —,

21 =2
0 1+$3 3
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odnosno

+oo
I:/ \/dezz
0

1+ 23 3’

Primjer 7.7. Ilustrovaéemo kako se pomocu integrala komleksne funkcije
mogu racunati neke sume. Konkretnije, dokazaéemo da je

2=
=n 6
Posmatrajmo funkciju f(z) = 5>7% i kvadrat I'y Cija su tjemena (+1 +

1)(IN+1/2). Izolovani singulariteti funkcije f su prosti polovi +1, +2, ..., 4n, ...

dok je nula pol reda tri. Pri tome, ako k € Z \ {0}, tada je

z—k mcosmz mcos km 1
. 5] = Tcoskm = .

Res(f(2); k) = lim| 12 L2

z—k SIn Tz z

paje
N
1 2
f(z)dz =2mi | 2 — —
J 5@ >
Pri tome je
. . 402N + 1)m
z)dz| < sup |f(z / lim|dzlim|=M-— -5 —0
Tn ( ) zEFN|f( )‘ 'y z—)O’ z—>0| (N—|-1/2)2

kada N — 400, odakle slijedi da je

Yo

n=1
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8 Primjena logaritamskog reziduma

Logaritamskim izvodom funkcije f naziva se funkcija

f'(z) _ d
= =—(1 .

o = )
Svaki izolovani singularitet funkcije f je izolovani singularitet funkcije (.
Pored toga, i nule funkcije f su izlovani singulariteti funkcije ¢. Zbog toga

je prirodno da rezidum funkcije ¢ sadrZi informaciju o nulama i singularite-

o(2)

tima funkcije f.

Teorema 8.1. Neka je D C C oblast u kompleksnoj ravni C, A = {z1,..., 2z}
C D skup polova redamy, . .., my funkcije f uskupu D,a B = {aq,...,an}
skup nula reda lq, ... ,1, iste funkcije u oblasti D. Ako je f analiticka u
oblasti D\ A, a’ C D kontura koja obuhvata sve polove i sve nule funkcije

f onda je
L (@), N
% Ff(z) dZ—;ll—;ml.

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da je funkcija

1)

f(2)
analiti¢ka na skupu D\ (AU B). Pri tome, za svako j € {1,...,n}, postoji
okolina O; = {z € C : |z — aj| < r;} tacke a;, takva da za z € O;
vazi jednakost: f(z) = (z — a;)%g(2), gdje je funkcija ¢ analititka u O; i
g(a;) # 0. Odavde slijedi da je za z € O;,

L g
cma g

¢(2)

p(z) =

To znaci da je z = a; pol prvog reda funkcije ¢, pa je Rez(y; a;) = ;.
Dalje, za svako ¢ € {1,...,k} postoji r; > 0, takvo da ako z € K; =
{z€C:0<|z—2z| <r}, tadaje
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Pri tome je z; otklonjiv singularitet funkcije h, pa je za z € K,

—my B (z)
#2) = z—2z  h(z)
To znadi pa je i tacka z; pol prvog reda funkcije ¢, a Res(p;2z;) = —m;.

Prema teoremi o rezidumu, odavde slijedi da je

1 z
— dz = d = l; — i
21 p(2) dz = 27i (2) Z Z i

r

Prethodna teorema ima zanimljivu geometrijsku interpretaciju.
Teorema 8.2 (Princip argumenta). Ako su ispunjeni uslovi prethodne teo-

reme, onda je razlikay ;| l; — Zle my; izmedju broja nula i broja polova
funkcije f jednaka broju obilazaka krive v = f(I') za jedan obilazak krive
I.

Dokaz. Posto je

DS

' / Fl
T o (2)
dovoljno je dokazati da je integral

1 /
L[,
2mi Jp f(2)
jednak broju obilazaka krive +. Dalje, iz jednakosti In f(z) = In|f(2)| +
iarg f(z), slijedi da je

f'(2)
2mi r f(2) 2= 2ri r

=1

dln f(z) = 7Aargf(z)|p,

gdje je sa A arg f(z)|r oznaCena promjena argumanta vrijednosti funkcije
f kada se obidje kontura I'. Odavde, s obzirom da se obilaskom krive v
argument f(z) promijeni za 27, slijedi tvrdjenje teoreme. 0
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Primjedba 8.3. Tvrdjenje teoreme vazi i ako se pretpostavi da je funkcija

f analitickau D \ A i neprekidna na D \ A, a kontura I" ogranitava oblast
D.

Za dokaz jos jedne teoreme o broju nula analiticke funkcije, potreban je
jedan pomoéni rezultat.

Lema 8.4. Ako su vy : [a, 8] = Ci~y : [a, 8] — C dio po dio glatke
zatvorene krive i a € C kompleksan broj takav da je
(vt € [, B]) [7(t) —72()] < la =7 (®)] +]a —2(t)],
onda je
Ind, (a) = Ind,(a).
Dokaz. Iz uslovaleme slijedi da tacka a ne pripada nijednoj od krivih 7] =
{1(t): t € [0, ]} 173 = {r2(t) : T € [ov, 6]}, pa je funkeija
71(t) —a

)=~ =
") Y2(t) — a
definisana na [«, ]. Pri tome vazi

Yt o Ya(t

v o mt)—a ) -a

Iz uslova leme slijedi da je |1 — (¢)| < 1+ |y(t)|, za svako ¢ € [a, 5]. To
znadi da kriva v* = {v(t) : t € [a, B]} pripada uglu A = {z : —27/3 <
arg z < 2m/3} koji je prosto povezana oblast u C. Funkcija

h(z) =1In(z) = /12 dCC

je definisana i analititka na A i pri tome je h'(z) = 1/z. Dalje, odavde,
uzimajudi u obzir da je -y zatvoren put, dobijamo:

1
d,0) =5 [ F =5 [ W o
Y

:2771'1 z _Tm 0
_ 1 1dh dt =h h =0
= omi |, 5 (PO (@) dt = h(v(5)) = h(7(a)) = 0.

Odavde i iz definicije indeksa krive slijedi da je Ind,(0) = Ind,, (a) —
Ind, (a) = 0, odnosno Ind,, (a) = Ind,,(a).
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Teorema 8.5 (Roucheova teorema). Neka su funkcije f : D+— Cig: D —
C analiticke u oblasti D i I' C D kontura koja obuhvata oblast Q) C D. Ako

jezasvako z € I',|f(2)+g(2)| < |f(2)|+|9(2)|, onda funkcije f i g imaju
isti broj nula u ).

Dokaz. Napomenimo da se u iskazu teoreme podrazumijeva da se svaka
nula racuna onoliko puta kolika je njena viSestrukost.

Broj nula funkcije f i broj nula funkcije g oznac¢imo sa N(f) i N(g).
Neka je 1 = f(I') i y2(s) = g(T'). Ispunjeni su uslovi prethodne leme (za
a=0),pajeInd.,, (0) = Ind,(0). S druge strane je

Ind%(O)—lf e _ 1[G,
71

2mi z 2w Jr f(2)

1 dz 1 [4'(2)

Ind.,(0) = — = — dz.
ndo(0) =55 2 2mi Jrgz)
. . . 1 f'(z), .
Odavde, s obzirom da je prema teoremi 8.1 N(f) = — dz i
2mi Jp f(2)
N(g) = 1/ 9'G) 1. Stijedi daje N (f) = N(g) O

U formi posljedica dajemo jo$ dvije formulacije Roucheove teoreme.

Posljedica 8.6. Neka su funkcije f : D — Cig : D — C analiticke u
oblasti D i I' C D kontura koja obuhvata oblast () C D. Ako je za svako
z €T, |g(2)| < |f(2)|, onda funkcije f i F = f + g imaju isti broj nula u
Q.

Dokaz. 1z uslova slijedi da, za svako z € I', vazi
9(2)[ == F(2)] <0< [f(2) +9(2)| = [F(2)],
paje
[F(2)[+ [ = f(2)] > [9(2)| = |[F(2) + (= f(2))], zasvako z € T'.

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zakljucujemo da funkcije F'i — f
imaju isti broj nula u 2.

Posljedica 8.7. Neka su funkcije f : D — Cig : D — C analiticke u
oblasti D iT' C D kontura koja obuhvata oblast Q) CD. Ako za svako z € T
vazi | f(z) — g(2)| < |f(2)|, onda funkcije f i g imaju isti broj nula u 2.
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Dokaz. Primjenom prethodne posljedice na par funkcija f i G = g — f,
dobijamo da funkcije f i G + f = g imaju isti broj nula u 2. O

I jedno svojstvo univalentntih funkcija moZe se izvesti kao posljedica
Roucheove teoreme.

Posljedica 8.8. Ako je funkcija f : D — C univalentna u oblasti D onda
je, za svako z € D, f'(z) # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji z9 € D, takvo da je f/(z9) = 0. Tada je
2o izolovana nula funkcije f’. U nekoj okolini O(zp) = {z € C: |z — 2| <
r} tacke zp funkciju f moZemo razloziti u Taylorov red:

f(2) = co+ cx(z — 20)" + g1 (z — 20)" T+ -+ = co + (2 — 20)"h(2),

gdiejek > 2ic, # 0, h(z) = ¢ + cgr1(2 — 20) + -+ . Pri tome je
h(zp) # 0, pa postoji 6 > 0, takvo da vazi:

(V2 € D)0 < |z — 2| < 8) = f(2) £0,

(Vz € D) |z =2 <0) = (h(z) = cx + cks1(z —20) +--- #0)..

Odavde slijedi da je m = min{|cg+cg1(z—20)+-- | : |[z—20| =0} > 0.
Posmatrajmo funkcije

p(2) = (2 = 20)"h(z) = f(2) = co, ¥(2) = —a + o(2),

gdieje 0 < |a| < m - cp(z — 20)F + cur1(z — 20)F T + - -+ . Ove funkcije
na krugu |z — zg| < § zadovoljavaju uslove Roucheove teoreme. Broj nula
funkcije ¢ u krugu |z — 29| < J jednak je n, pa je i broj nula funkcije ¢
jednak n, i sve nule su proste. To znaci da postoji n > 2 ta¢aka skupa D
koje pripadaju krugu {z € C : |z — 29| < J}, zakoje je f(2) = ¢o + . To
medjutim nije mogucde, jer je, prema pretpostavci, funkcija f univalentna.

0

Posljedica 8.9 (Osnovni stav algebre). Polinom P,(z) = ay+ a1z +---+
an 2", an # 0 nad poljem kompleksnih brojeva ima ta¢no n nula.

Dokaz. Ovu znacajnu teoremu dokazali smo ranije. Dokaz koji éemo
ovdje prezentirati zasnovan je na primjeni Roucheove teoreme.
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Primijetimo da je

’Pn(z) ‘ = ‘anzn + an—lzni1 +---+a1z+ aO‘

1 1 1
= |anz" (1 +bn_1; +--~—|—b1zn_1 —i—bozn> |

1 1
> |anz" <1 — bnflg +"‘+blzn_1 +5027 >

1 1 1
Z|an2n(1—|bn—1|m—"'—blm— 0|27)|a

gdje je b; = a;/an, i = 0,1,...,n — 1. Posto postoji r > 0, takvo da za
|z| > r vazi
1 1 1 1
bp—1|— 4+ -+ bh—— +bop— < =,
ol e Dy o <5
tada za |z| > r vazi
|anz"|
2
Neka je g(z) = Pu(z), f(2) = —ap2"™. Tadazaz € I' = {z € C:
|z| = r} vazi

|Pn(2)] >

|f(2) +9(2)] = |an—12"_1 + -t a1z + agf

1 1 1
—lan 2" by | — 4 b 4 by——
|(InZ H n l||Z‘ + + 1|2n71| + 0|Zn|
1 1 1
< a2 (1B 1] — 4 oot by ——— + hy——
< lanz"|(|bn 1||Z| +- ) + 0]
|an2"| n
< < lan2"| <|f(2) + lg9(2)|.

2

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zakljucujemo da funkcije g(z) =
P,(2)1 f(z2) = —apz™ imajuisti brojnulau Q@ = {z € C : |z]| < r}. Taj
broj nula jednak je n, $to znaci da polinom F,, ima n nula u C. O

Primjer 8.10. DokaZimo da jednadina 3 + 22 = ze'* ima ta¢no jedno
rjeSenje u otvorenoj gornjoj poluravni. Posmatrajmo funkcije f(2) = 3+ 22
ig(z) = —ze*. Nekaje Q = {2 : |z| < R,Im z > 0 polukrug u gornjoj
poluravni, polupre¢nika R > +/5. Tada za z € [-R, R, |f(z)] > 3 >
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lg(z)| = 2. Dalje, za z = Re,0 < t < mvaZi: |[f(2)] > R? —3 > 2,
lg(z)| = 2e~fsint < 2. Prema Roucheovoj teoremi, funkcija f + g u
polukrugu €) ima isti broj nula kao i funkcija f, dakle jednu. Posto je R

proizvoljan broj veéi od v/5, odavde slijedi da jedna¢ina 3 4 22 = ze'* ima
tac¢no jednu nulu u gornjoj poluravni.

Zadaci

1. IzraCunati integrale

T rdx oo dz oo dz
o [ aTe [ o [ o
o U YL i@y 9 . @b

2. IzraCunati integrale

a)/+oo sin zdx
oo (224 1)

b) /+°° cos zdx
(22 +1)%
T cosa/2dx
C)/ 2_/1 ;
d) f+00 cos nxdx = (_171)'

oo l—acoszx?

3. IzraCunati integrale

T 22 In zdx
2) 2241

b) /+oo a:pdx
1+ ev’

+00 g2~ 1
C) :v+1

4. Dokazati da je
a) foo cosaz—cos fz W(ﬁ_a (o, 5 >0), b) fooo cosx?dx = fooo sin z2dx =
VT 8 C) f (SL’QT = 7'('\/»/2
5. Dokazati jednakosti
a) Zf;;% =45 b Z;L.O:fooﬁ = Zcothma (a > 0), c)
s

00 (71)n+1 _ 2
ZTL:]. TL2 - ]_ ‘
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10.

11.

12.

13.
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Neka je a prosti pol funkcije f, koja je analitiCka u prstenu {z : 0 <
|z —al < R},R > 0,b = Res(f;a)iplt) =a+re?,0 <r<
R,t € [to,t1],0 <ty < t; < 27. Dokazati da je tada

lim f(Z)dZ = ’ib(tl - to).

r—0 |z—al=r

. Odrediti broj nula polinoma Ps(z) = 2°+523+2z a) ukrugu |z| < 1;

b)uprstenu 1 < |z 4 | < 2;¢)uprstenu 2 < |z] < 3.

. Odrediti broj rjeSenja jednacine P(z) = 0 u oblasti D ako je

a)P(z)=2*—92+1, D={2¢cC:|z| <2},

b) P(z) =22+ 422" 1 4+1+1=0, D={2€C:Re z >0}

Dokazati da za veliko n € N jednacina
2-2-32+3-422 4+ +(-D)"(n+1)(n+2)z" =0

nema rjeSenja u oblasti D = {z € C: |2| < 1}.

Dokazati da jednacine a) z sin z = 11b) tan z = z imaju samo realna

rjeSenja.

Dokazati da za R > 01 dovoljno veliko /V jednacina

N .on

e

n=0
nema rjeSenja u krugu D = {z € C: |z| < R}.

Dokazati da jednacina z cos z = 0 ima ta¢no dva rjeSenja koja nisu
realna.

Neka je A realan broj veéi od 1. Dokazati da jednaCina z +e¢~% = Au
otvorenoj desnoj poluravni ima tac¢no jedno rjeSenje i da je to rjeSenje
realan broj.



